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1 接空間とその基底
定義

M を C∞級多様体とする．点 p ∈ M における接ベクトル全体の集合を TpM
と書くことにする．この TpM を，p ∈ M におけるM の接ベクトル空間また
は接空間 (Tangent space)という．

以下では，p の近傍 U ⊂ M と座標写像 ϕ : U → Rn を選び，ϕ(q) =(
x1(q), . . . , xn(q)

)
と書く．

定理 2.3.1

n個の接ベクトルの組 (
∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

は TpM の 1つの基底である．よって，特に dimTpM = nである．

これを示すために，

TpM = span

{(
∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

}
=

{
n∑

i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

∣∣∣∣∣ ai ∈ R

}
を証明する．
証明は次の三段階で行う．

Step 1
(

∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p
が 1次独立であることを示す．

Step 2 任意の v ∈ TpM について，定数関数の微分が 0であることを確認する．

Step 3 任意の v ∈ TpM について，ある a1, . . . , an ∈ Rが存在して，

v =

n∑
i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

と書けることを示す．つまり，これを示すことで，
(

∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p
が

TpM を生成することが分かる．
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1.1 座標関数の滑らかさ
命題

座標関数 xi は C∞ 級である．

証明
座標写像 ϕについて，ϕ(p) =

(
x1(p), . . . , xn(p)

)
と書く．このとき，合成写像

(xi ◦ ϕ−1)(x1, . . . , xn) : ϕ(U) → R

は ϕ(p) 7→ xi(p) ∈ Rと表される．すなわち，座標表示において第 i成分を取り出
す写像であるから，C∞ 級である．

1.2 定数関数の微分
補題

任意の v ∈ TpM と任意の定数関数 cについて，v(c) = 0である．

証明
Leibniz則より

v(1) = v(1 · 1) = 1 · v(1) + v(1) · 1 = 2v(1)

である．したがって v(1) = 0である．ゆえに線形性より，v(c) = v(c·1) = cv(1) = 0
を得る．

1.3 Taylor展開

補題

任意の f ∈ C∞(M)について，xi
0 = xi(p)とおけば，pの近くで

f(q) = f(p) +

n∑
i=1

(
∂

∂xi

)
p

f
(
xi(q)− xi

0

)
+
∑
i,j

Gij(x(q))
(
xi(q)− xi

0

)(
xj(q)− xj

0

)
と書ける．ただし，Gij は滑らかな関数である．

証明（略）

2 定理2.3.1の証明
2.1 Step 1：1次独立性

n∑
i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

= 0
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とする．ここで右辺の 0は接空間 TpM における零ベクトルである．この等式の
両辺を座標関数 xj に作用させると，[

n∑
i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

]
(xj) = 0(xj) = 0

である．一方で，左辺は[
n∑

i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

]
(xj) =

n∑
i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

xj

=

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
(xj ◦ ϕ−1)

∣∣∣∣
x=ϕ(p)

=

n∑
i=1

aiδji = aj

である．ただし，δji は Kroneckerのデルタである．
したがって，aj = 0である．これは任意の j = 1, . . . , nについて成り立つの

で，a1 = · · · = an = 0を得る．よって，
(

∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p
は 1次独立である．

2.2 Step 2：v(c) = 0

前節より，任意の v ∈ TpM と任意の定数関数 cについて，v(c) = 0である．

2.3 Step 3：生成系
任意に v ∈ TpM をとる．任意の f ∈ C∞(M)について，Taylor展開に vを作用
させる．定数項については v(f(p)) = 0である．また，q = pのとき xi(q)− xi

0 =
xi(p)− xi

0 = 0であるから，Leibniz則により二次以上の剰余項は消える．実際，

v
(
Gij(x(q))

(
xi(q)− xi

0

)(
xj(q)− xj

0

))
= v

(
Gij(x(q))

)(
xi(p)− xi

0

)(
xj(p)− xj

0

)
+Gij(x(p))v

(
xi(q)− xi

0

)(
xj(p)− xj

0

)
+Gij(x(p))

(
xi(p)− xi

0

)
v
(
xj(q)− xj

0

)
= 0

である．したがって，

v(f) =

n∑
i=1

(
∂

∂xi

)
p

f · v(xi)

=

n∑
i=1

v(xi)

(
∂

∂xi

)
p

f

を得る．ここで ai = v(xi)とおけば，

v(f) =

n∑
i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

f
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である．これは任意の f ∈ C∞(M)について成り立つので，

v =

n∑
i=1

ai
(

∂

∂xi

)
p

である．よって，
(

∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p
は TpM を生成する．

以上より， {(
∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

}
は TpM の基底である．したがって，dimTpM = nであることは示された．
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