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1 測地線の方程式
(M, g,∇)を考える．曲線 C = (pt)について

p0 = p, p1 = q

とする．

Review：測地線（p.64，ex.3.2.1）

C = (pt)が∇-測地線であることは，次の条件と同値である．

C = (pt) が ∇-測地線

⇐⇒ ∇ṗt ṗt = 0.

また，X ∈ X(M)を，C = (pt)上で

Xpt
= ṗt

を満たすように取る．このとき

∇ṗt ṗt = 0 ⇐⇒ (∇ṗtX)pt = 0

である．さらに局所座標では

Xpt
= ṗt ⇐⇒ Xk(pt)(∂k)pt

= ẋk
t (∂k)pt

である．したがって各 kについて

Xk(pt) = ẋk
t

であり，pt はX の積分曲線である．

局所座標 ϕを取り，

ϕ(pt) = xt = (x1
t , . . . , x

n
t ), ṗt = ẋi

t(∂i)pt

と書く．接続係数を
∇∂i∂j = Γk

ij∂k
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で定めると，
∇ṗt ṗt =

(
ẍk
t + ẋi

tẋ
j
tΓ

k
ij(pt)

)
(∂k)pt .

よって，測地線方程式は

ẍk
t + ẋi

tẋ
j
tΓ

k
ij(pt) = 0 (k = 1, . . . , n)

である．

2 Euler–Lagrange方程式とエネルギー

Euler–Lagrange方程式

端点を固定した曲線 xt = (x1
t , . . . , x

n
t )について

L[xt] =

∫ 1

0

f(xt, ẋt) dt

を考える．xt が

xt ∈ argmin
x̃t

L[x̃t] s.t.
{

x̃0 = a,
x̃1 = b

を満たすならば，xt が満たすべき 1階条件は

d

dt

(
∂f

∂ẋk
(xt, ẋt)

)
=

∂f

∂xk
(xt, ẋt) (k = 1, . . . , n)

である．導出は省略する．

Riemann計量 gについて

gij(p) := gp((∂i)p, (∂j)p)

と書く．このとき
‖ṗt‖2 = gij(pt)ẋ

i
tẋ

j
t

であり，エネルギー汎関数は

E [pt] =
∫ 1

0

1

2

∥∥∥∥ d

dt
pt

∥∥∥∥2 dt = ∫ 1

0

1

2
gij(pt)ẋ

i
tẋ

j
t dt

である．以下では，最短距離問題を最小エネルギー問題として扱う．

3 Levi-Civita接続係数の導出
証明

エネルギー汎関数に対応する関数 f を

f(xt, ẋt) =
1

2
gij(pt)ẋ

i
tẋ

j
t
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とおく．ただし ∂k = ∂/∂xk とする．以下では tを省略して書く．まず，

∂f

∂xk
(xt, ẋt) =

∂

∂xk

[
1

2
gij(pt)ẋ

i
tẋ

j
t

]
=

1

2
ẋi
tẋ

j
t (∂kgij)pt .

また，

∂f

∂ẋk
(xt, ẋt) =

∂

∂ẋk

[
1

2
gij(pt)ẋ

i
tẋ

j
t

]
=

1

2
gkj(pt)ẋ

j
t +

1

2
gik(pt)ẋ

i
t.

右辺の第 2項は，gik = gkiとダミー添字の付け替えにより第 1項と同じ形に書け
る．ただし，以下では計算の対応を見やすくするため，この形のまま微分する．
したがって，chain ruleより

d

dt

[
∂f

∂ẋk
(xt, ẋt)

]
=

d

dt

[
1

2
gkj(pt)ẋ

j
t +

1

2
gik(pt)ẋ

i
t

]
=

1

2
(∂igkj)pt

ẋi
tẋ

j
t +

1

2
(∂jgik)pt

ẋj
t ẋ

i
t

+
1

2
gkj(pt)ẍ

j
t +

1

2
gik(pt)ẍ

i
t.

最後の 2項は，gik = gki とダミー添字の付け替えにより

1

2
gkj(pt)ẍ

j
t +

1

2
gik(pt)ẍ

i
t = gk`(pt)ẍ

`
t

にまとめられる．よって Euler–Lagrange方程式より，

1

2
(∂kgij)pt ẋ

i
tẋ

j
t =

1

2
(∂igkj)pt ẋ

i
tẋ

j
t +

1

2
(∂jgik)pt ẋ

j
t ẋ

i
t + gk`(pt)ẍ

`
t.

これを整理すると，

gk`(pt)ẍ
`
t +

1

2
ẋi
tẋ

j
t (∂igkj + ∂jgik − ∂kgij)pt

= 0

を得る．
一般に，行列 A = [aij ]の逆行列を A−1 = [aij ]と表す．ここでは

[gk`]
−1 = [gk`]

と書く．上の式の両辺に [gk`]
−1 をかけると，

ẍ`
t + ẋi

tẋ
j
t

[
1

2
(∂igkj + ∂jgik − ∂kgij) g

k`

]
pt

= 0.

したがって

Γ`
ij =

1

2
(∂igkj + ∂jgik − ∂kgij) g

k`

とおけば，測地線方程式
ẍ`
t + Γ`

ij(pt)ẋ
i
tẋ

j
t = 0

を得る．この接続を Riemann計量 gの Levi-Civita接続という．
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4 平行移動と内積の保存
曲線 C = (pt)を固定し，p0 = pとする．v, w ∈ TpM に対して

Yt := πp
pt
v, Zt := πp

pt
w

とおく．つまり
∇ṗt

Yt = 0, ∇ṗt
Zt = 0

である．

定理

∇が Levi-Civita接続ならば，任意の v, w ∈ TpM について

gpt(Yt, Zt) = gp(v, w)

が成り立つ．したがって，平行移動は内積（角度）を保つ．

証明

Yt = Y i
t (∂i)pt

, Zt = Zj
t (∂j)pt

と書く．平行条件は

Ẏ `
t + ẋk

t Y
i
t Γ

`
ki(pt) = 0, Ż`

t + ẋk
tZ

j
t Γ

`
kj(pt) = 0

である．いま
g(Yt, Zt) = gij(pt)Y

i
t Z

j
t

なので，

d

dt
g(Yt, Zt) =

d

dt

[
gij(pt)Y

i
t Z

j
t

]
= (∂kgij)pt

ẋk
t Y

i
t Z

j
t + gij(pt)Ẏ

i
t Z

j
t + gij(pt)Y

i
t Ż

j
t .

平行条件を代入すると，

d

dt
g(Yt, Zt) = (∂kgij)pt

ẋk
t Y

i
t Z

j
t − Γ`

ki(pt)g`j(pt)ẋ
k
t Y

i
t Z

j
t

− Γ`
kj(pt)gi`(pt)ẋ

k
t Y

i
t Z

j
t

= (∂kgij − Γki,j − Γkj,i)pt
ẋk
t Y

i
t Z

j
t .

ただし
Γki,j := Γ`

kig`j , Γkj,i := Γ`
kjgi`

とおいた．Levi-Civita接続係数の式より

Γki,j =
1

2
(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki),

Γkj,i =
1

2
(∂kgij + ∂jgki − ∂igkj).

したがって
Γki,j + Γkj,i = ∂kgij
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であるから，
d

dt
g(Yt, Zt) = 0.

よって g(Yt, Zt)は tによらない定数である．t = 0を代入して，

gpt
(Yt, Zt) = gp(v, w)

を得る．

5 Levi-Civita接続の特徴づけ
定理

Riemann計量 gに対して，次の 2条件を満たす接続∇が一意に存在する．こ
れを Levi-Civita接続という．{

X[g(Y, Z)] = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

T (X,Y ) := ∇XY −∇Y X − [X,Y ] = 0.

すなわち，Levi-Civita接続とは，計量的で，ねじれを持たない唯一の接続で
ある．

座標表示では，Γij,k := Γ`
ijg`k とおくと，

∂kgij = Γki,j + Γkj,i, Γk
ij = Γk

ji.

証明は省略する．
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